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Model Calculations on a Metallic Modification of Hydrogen 

In this paper, those pressure induced phase transititons are studied which lead to a collapse of 
the chemical bond in the H 2 molecule (p = 12.75 Mbar) and to a breakdown of the electronic structure 
in the H atom (p = 6.21 Mbar). In this region of pressure the transition to a metallic modification of 
hydrogen is expected. The calculations are based on a simple cell model. 
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1. Einleitung 

In den be iden  letzten Jahrzehn ten  ha t  sich die F o r s c h u n g  intensiver  mit  dem 
Verha l ten  der  Mate r i e  un te r  ex t remen Bedingungen  befaBt [3, 8]. 

W~ihrend Dr t icke  yon  1. . .  10 k b a r  aufgrund  einer Verd ich tung  gegen zwischen- 
mo leku la r e  Kr~ifte vor  a l lem Viskosit~it, Diffusion und Kr i s ta l l i sa t ion  beeinflussen, 
erzeugen Dr t icke  von 10.. .  100 k b a r  Ver fo rmungen  der  Molekf i l s t ruk tu r  gegen 
i nne rmo leku l a r e  Kr~ifte, d .h .  Verd rehung  yon  Bindungen,  Beeinflussung yon 
Isomerengle ichgewichten ,  Versch iebung  der  E l ek t ronens t ruk tu r  und Erzeugung 
neuer  Mod i f i ka t i onen  im F e s t k 6 r p e r  [6].  

Erst  obe rha lb  von 100 k b a r  t re ten  durch  ( Jbe re inandersch ieben  yon  Energie-  
b~indern neue Lei tungsph~inomene auf  und auch neue Phasenf iber# inge ,  die im 
Ko l l ab i e ren  yon  Elekt ronenhf i l len  und r  Bindungen  bestehen.  Mi t  
d iesem zuletzt  genann ten  Druckbe re i ch  und den hier auf t re tenden - ffir no rma le  
chemische Verh~ltnisse etwas ungew6hnl ichen  - Phasenf iberg~ngen [1] be- 
sch~iftigt sich die vor l iegende  Arbeit .  

2. Wasserstoff unter hohem Druck 

Das  in teressantes te  Ma te r i a l  ffir derar t ige  Druckun te r suchungen  ist aus ver- 
schiedenen Gr t i nden  der  Wasserstoff .  Einersei ts  ist er theore t i sch  leicht zug~inglich 
und andererse i t s  e rwar te t  m a n  ffir die d ruck induz ie r te  meta l l i sche  M od i f i ka t i on  
bei einer auBerordent l ich  hohen  S p r u n g t e m p e r a t u r  (100-200  ~ den  C;bergang 

* Die grundlegenden Probleme dieser Arbeit wurden auf der ,6. Arbeitstagung tiber Probleme 
der Quantenchemie" (12.-17.2.1973) in Heiligendamm vorgetragen. 
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zur Supraleitung. Ein solches Material - bei normalem Druck stabilisiert - w~ire 
ein Supermaterial fOx den Energietransport. Hypothesen zufolge soll Wasserstoff 
in dieser Form auf Jupiter und Saturn vorkommen. Andererseits hat man mit 
dieser metallischen Modifikation des Wasserstoffs die bekannte Diskontinuit/it 
in der Ausbreitung yon seismischen Wellen, die in einer Tiefe von 2900 km 
innerhalb unserer Erde auftritt, dadurch erklgrt, dab man den Erdkern aus solarer 
Materie aufgebaut denkt, die etwa 30 % Wasserstoff enth~ilt, wobei in der frag- 
lichen Tiefe durch die dort herrschenden Druckverh/iltnisse gerade der Ubergang 
in die metallische Modifikation stattfindet [12]. 

Im einzelnen werden folgende beiden Fragen niiher untersucht: 
a) Welcher Druck ist notwendig, um im Wasserstoffmolektil die chemische 

Bindung zu zerst6ren? 
b) Welcher Druck ist notwendig, um im Wasserstoffatom die Elektronen- 

Mille zu "zerdrticken"? 
Beide genannten druckinduzierten Phasentiberg/inge werden in folgendem 

einheitlichen Modell beschrieben. 
Bei einem hochkomprimierten Gas aus Atomen oder Molekfilen wird offenbar 

das Teilchenvolumen jeder Partikel dutch die Nachbarteilchen eingeengt. Wir 
wollen diese Einengung des Teilchenvolumens durch eine entsprechende Be- 
dingung auf der Oberfl~iche jenes Volumens beschreiben. Hier bietet sich an, das 
Teilchen in einen kugelf6rmigen Potentialtopf vom Radius ro zu setzen (wobei ro 
durch den herrschenden Druck bestimmt wird), so dab an der Stelle r = ro ein 
unendlich hoher und steiler Potentialwall vorliegt, der an dieser Stelle eine 
Knotenkugel der Wellenfunktion erzwingt. Diese neue k/instliche Randbedingung 
(KRB), unter deren Berticksichtigung die Schr6dingergleichung zu 16sen ist 

H ~' = e ~' ; e (r ,  0, ~0) lr=ro = R(r) l~=ro" Y(O, ~0) = 0 (1) 

beeinflul3t nur den r-abh~ingigen Teil R der Wellenfunktion 7 ~. Im Fall von 
molekularem Wasserstoffhandelt es sich hier um das Problem eines ,,eingesperrten 
anharmonischen Oszillators" [14, 15], zu dessen Beschreibung wir das Kratzer- 
potential [11] verwenden 

V(~)=_2De(I~ 2~ 21 )., Q=--rer (2) 

wobei fox die Dissoziationsenergie De und den Gleichgewichtsabstand r e die ent- 
sprechenden experimentellen Daten benutzt werden (De=4,74 eV; re=0,74 A). 
Im Falle von atomarem Wasserstoff liegt das bekannte Problem des ,,ein- 
gesperrten H-Atoms" vor [17, 4], das erst koxzlich wieder eine interessante An- 
wendung auf die Spin-Bahn-Wechselwirkung r~iumlich beschr~inkter Elektronen- 
systeme erfahren hat [7]. 

2.1. Hochkomprimierter molekularer Wasserstoff 
Die Behandlung des Randwertproblems (1)/(2) (,,eingesperrter Kratzer- 

Oszillator") ist mathematisch reizvoll, im wesentlichen analytisch m6glich und 
deswegen z. T. auch recht diffizil [14, 15]. 
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Die Schr6dingergleichung liefert zun~ichst fOx den allein interessierenden 
Radialteil Rim Fall r o = oo (wo die kfinstliche mit der natoxlichen Randbedingung 
identisch wird) 

R(~)=Q~-te-~Q'F @- 72 ~ - ,  2z;2/70) (3) 

2ur  
f12 = T- ~ -  E ; # ~ reduzierte Oszillator-Masse 

~)2 2~/F2 
-- h-~-- De 

�89 j=0,1,2,... 

in dem die konfluente hypergeometrische Funktion F(a, c; {) unter Befriedigung 
der natfirlichen Randbedingung 

_ 

in die verallgemeinerten zugeordneten Laguerreschen Polynome Q{(0) tibergeht 

F(-v, 2z;2~o)=Q{(o); v=0,  1,2, ... (4a) 

und damit zu der einfachen Quantisierung 

h 2 74 

Ev,; = 2pr 2 (v + �89 + ]/7 2 + (j + 1~)2 

fiihrt. Dagegen l~iBt sich die KRB fox endliche ro-Werte 

(4b) 

F ( -  n, 2~; 2fl0o) = 0 ;  
r o 

0 o  = - -  ( 5 )  re 
offenbar nur bei kontinuierlich variablen und gegebenenfalls komplexen n er- 
ffillen. Die zugeh6rigen Eigenwerte folgen fox diese speziellen n aus G1. (4). Der 
r-abh~ingige Anteil der Eigenfunktionen des ,,eingesperrten Kratzer-Oszillators" 
ist also - bis auf die Vorfaktoren in (3) - im allgemeinen aufgebaut aus kon- 
fluenten, nicht abbrechenden hypergeometrischen Reihen, die parameterm~il3ig 
von ro abNingen. 

Bei Verkleinerung von ro treten an unendlich vielen diskreten Stellen ro,, 
abermals bestimmte Polynoml6sungen vom Typ (4a) auf, zu denen spezielle 
Eigenwerte der Form (4b) geh6ren. Hiiufungspunkt (n~oo) dieser diskreten 
Stellen ist derjenige ro-Wert (ro. ~ = rokrit), fox den E~d(ro) verschwindet. FOX diesen 
ro-Wert und dessen Umgebung tassen sich die Eigenfunktionen durch Bessel- 
funktionen Jp(x) darstellen, da der lim, der sich im wesentlichen auf die kon- 

fluente hypergeometrische Funktion F ( - n ,  2~; 2fifo) bezieht, eine abermalige 
Konfluenz bedeutet, wobei bekanntlich eine Besselfunktion entsteht [2]. 
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Insgesamt erhglt man folgende Entwicklung 

F ( -  n, 22; 2flro) = ~ ~,(0.) e t" 
2flro(x + rl) 

,=o ' [ e = ( z q - n )  -1 (6) 

+po(Z)=(2x-1),(2)2"-l. J2._~(z ) 
~ 

�9 1 ( z ) :  (2~ - ~)! 5 -  �9 4~-1 (z )  

I ( 2 )  2 4t (30"2 + 2z0.) J2ar t(z) - 20. 

/ 2 \2, l 

iz ) 

Die Befriedigung der kfinstlichen Randbedingungen in (6) liefert 0. als Funktion 
yon e bzw. stellt den Zusammenhang zwischen round  Ev,j her 

2 2 
(ro)v,j  _ g 2 + - l , v + l  (~2~r - 1,v + 1 2 

[-0{2ae_t,v+ 1 -~- 8 Z ( ~ - -  1)] " E v j  (7) 
872 38476 

h 2 
%,q ~ q-te Nullstelle der Besselfunktion Jp(x), Evj in Einheiten yon 27+2,  ro in 

Einheiten von re. 
Mit (7) sind nicht nur die Schnittpunkte der Energiekurven mit der Abszisse 

bestimmt (vgl. Fig. 1), d.h. die zum Grenzfall Ev,)=0 , n =  oo geh6renden 
(ro)vo-Werte 

1 2 
(ro)v,j;n = 0o = 872-"  ~2g  - 1,v + 1 ,  (8) 

sondern auch in diesen Punkten die Tangenten 

( d E ~ , , l =  - 38476 
dro /,=oo ~22+_1,v+1 [c+2+_1,,+1 + 8 ~ ( z -  1)3 " (9) 

Ber/Jcksichtigt man in der Entwicklung (6) h6here als quadratische Glieder, so 
erh~ilt man auch Schmiegungsparabeln h6herer Ordnung. 

SchlieBlich konvergieren die L6sungen des eingesperrten Kratzer-Oszillators 
ffir r o -+0 (d. h. E > 0, also (n + x)--+ imagin~ir) gegen jene des Kugelpotential- 
topfes, d. h. lassen sich abermals durch Besselfunktionen darstellen: 

+(.::+ 
2 v---- 1,2 . . . .  

m~_+,~ j = 0 ,  1,2, Ev, j -'+ r2 "" 
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Fig. 1. Die Abhgngigkeit der tiefsten Eigenwerte E.j vom Zellenradius r o fiir das H2-Molektil 

Ziel der L6sung des Randwertproblems ftir unsere Belange ist die Angabe der 
Eigenwerte Ev, j in AbNingigkeit von r 0. Die Fig. 1 zeigt als Beispiel den im 
Ergebnis obiger Rechnungen erhaltenen Verlauf der vier tiefsten schwingungs- 
angeregten Zust~inde Ev,j (j = 0, v = 0, 1, 2, 3) des eingesperrten Kratzer-Oszillators 
als Funktion von to. Dabei wurden die obigen Berechnungen fiir groBe ro durch 
ein N~iherungsverfahren in der Kummerschen Funktion F(a, c; ~) [,-13] und ftir 
kleine r 0 dutch eine St6rungsrechnung erg~inzt. Eine ausffihrliche Behandlung der 
L6sung des hier skizzierten Randwertproblems wurde an anderer Stelle ge- 
geben [,-15]. 

Mit der Abh~ingigkeit Ev,i=E~,j(ro) ist gleichzeitig die Abh~ingigkeit der 
Energie vom Volumen v bekannt, so dab man den die jeweilige Kompression 
erzeugenden Druck p bei T = 0  ~ nach der thermodynamischen Relation 

( ~-~-v )r bestimmen p = - kann 

1 ( d E ~  (10) 
P~J-- 4rcr 2 \ dro ]" 

Aus Fig. 1 erkennt man, dab steigende Kompression zu einer generellen Energie- 
zunahme ffihrt und dab die den eingezeichneten Tangenten entsprechenden 
Drucke Pv,j (ro krlt) eine besondere Bedeutung besitzen, da sie gerade zur Dissozia- 
tion des Hz-Molekiils aus dem betreffenden Zustand (v,j) fiihren. Die druck- 
induzierte Dissoziation aus dem Grundzustand, also der erste der beiden oben 
erw~ihnten Phasentiberggnge, der dem Kollaps der chemischen Bindung ent- 
spricht, wird durch den Kompressionsdruck 

72 = 625 
Koll 76878 ; j X = 25,5 (11) 

pH2 - p o , o  = r c~2%- l ,~ [ ,~ . - i , t+8x (x -1 ) - I  I.c~5o,,~57,12 [,10-1 
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erzeugt; unter Beachtung der Druckeinheit von 0,03 Mbar, die die in (7) benutzten 
Energie- und L~ingeneinheiten implizieren, folgt ffir Po,o 

_Kon 12,75Mbar 
PH2 = 

2.2. Hochkomprimierter atomarer Wasserstoff 

Die analogen Rechnungen ffir hochkomprimierten atomaren Wasserstoff sind 
tiber die Untersuchungen am ,,eingesperrten H-Atom" aus der Literatur [17, 4] 
hinreichend bekannt, so dab sie keiner weiteren Er6rterung bedfirfen. Unsere 
Rechnungen am molekularen Wasserstoff gestatten jedoch einen ~iuSerst ein- 
fachen Zugang zu den entsprechenden Ergebnissen am H-Atom. Wir k6nnen 
mittels einer einfachen Limesbildung die am Hz-Molekiil gewonnenen Ergebnisse 
unmittelbar in jene des H-Atoms iiberffihren. 

Der einfache GrenzprozeB 
lim (12) 
r e - *  O 

D e  ~ oo 

re D~ ~ e2/2 

fiihrt n~imlich das Kratzerpotential (2) eines zweiatomigen Molekfils fixer 
Elektronenkonfiguration in das Coulombpotential des H-Atoms fiber (unter 
Beachtung einer trivialen (Jberffihrung der reduzierten Massen) [5]. Es l~iBt sich 
zeigen, dab dieser Limes auch den eingesperrten Kratzer-Oszillator in das ein- 
gesperrte H-Atom iiberftihrt, so dab man auf diese Weise die Ergebnisse von 
Sommerfeld/Welker [17] bzw. DeGroot/Seldam [4] ohne zus~itzlichen Rechen- 
aufwand reproduzieren kann. 

Die Fig. 2 zeigt die durch Limesbildung erhaltenen Ergebnisse fitr das H-Atom. 
Durch den EinfluB der Kompression wird hier u.a. die/-Entartung aufgehoben, 
wobei die Zust/inde mit dem gr6Bten I jeweils am tiefsten liegen. Dutch gewisse 
hierdurch bedingte Uberschneidungen im Termschema deutet sich damit bereits 
an, dab hoher Druck in der Lage ist, das PSE ,,durcheinander" zu bringen. In 
zunehmendem MaBe erscheinen bei schweren Elementen #-Elektronen [9]; im 
konkreten Falle des Cs konnte ein anomaler Phasenfibergang bei etwa 50 kbar 
dadurch erkl~irt werden, dab man in Wigner-Seitz-Berechnung ein (Jberkreuzen 
des 6s-Bandes mit dem 5d-Band gefunden hat [18]. 

Zur Beantwortung der zweiten welter oben gestellten Frage ben6tigen wir 
lediglich einen kleinen Ausschnitt aus Fig. 2, n~imlich denjenigen kritisehen 
ro-Wert ro krit, bei dem die Vergr613erung der Energie des Elektrons im Grund- 
zustand soweit vorangeschritten ist, dab seine kinetische Energie die Anziehung 
durch das Proton kompensiert, d.h. Druckionisation eintritt. Der hierzu not- 
wendige Druck erzeugt den anderen in Rede stehenden Phasenfibergang, der dem 
Kollaps der Elektronenhfille entspricht und dem System sp~itestens an dieser 
Stelle metallischen Charakter verleiht. Mit Hilfe des Grenzprozesses (12) erh~ilt 
man - unter Beachtung von 

re 
lim 7 2 = 0 ,  lira z = j + 1, lira ~ -  = ao ~ Bohrscher Radius 
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EK 
~ - 6,21 M bor (to) ~ P. 

is ~ - n.1 

Fig. 2. Die Abh~ingigkeit der tiefsten Eigenwerte E~,j vom Zellenradius r o ftir das H-Atom 

fiir die entscheidende Gleichung (7) 

a o e~j+ 1 2me 3 2 z . .  
( ro)~ , j=~-  t , v+ l -  384 h2 aoO~2j+l,v+l[72j+l,~+l+8j(j+l)]E~j (13) 

l s ~ j = 0 ,  v = 0  
2 s ~ j = 0 ,  v = l  

2 p ~ j = l ,  v = 0  usw. [5]. 

Damit sind auch die Gleichungen (8), (9) und (l l) in das H-Atomproblem 
,,iibersetzt" und wir erhalten 

3072 h 2 
pKoll--  woraus sich mit e1,1 = 3,832 (14) 

H ~---P0, 0 =  ZC~8, I rnea ~ 

I p~on = 6,21 Mbar 

ergibt. 

3. Bemerkungen zum benutzten Modell 

Bei der Reduktion des Vielteilchenproblems auf ein Einteilchenproblem ver- 
f~ihrt man z. B. bei Metallen so, dab man das repdisentative Teilchen in geeigneter 
Weise auf eine Zelle beschr~inkt. Im allgemeinen stellt man als RB das Ver- 
schwinden der Ableitung der Wellenfunktion an der Oberfl~iche einer kugel- 
f6rmigen Zelle (Wigner-Seitz-Methode [20, 12]). 

Das hier vorgestellte Modell dfirfte das einfachste ,,Zellenmodell" sein, das 
analytisch ausgearbeitet werden kann. Dieses einfache Modell hat die qualitativen 
Ziige des Wigner-Seitz-Modells, ist jedoch nicht so realistisch. Indem man 
n~imlich die Wellenfunktion zwingt, selbst an der Wand zu verschwinden, ist das 
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Elektron (H-Atom) bei einer gegebenen Dichte betr~ichtlich stiirker beschr/inkt 
als in einem realen System. Das bedeutet, dab das Elektron durch Kompression 
mehr Nullpunktsenergie erhglt und folglich bereits bei einer niedrigeren Dichte 
nicht mehr in einem gebundenen Zustand bleiben wird. In einem gewissen Sinne 
repr~isentiert dieses Modell also einen Grenzfall, indem es bei einer gegebenen 
Dichte den h6chsten Druck liefert, den metallischer Wasserstoff haben kann. 
Alder [1] gibt eine kritische Einsch/itzung der nach den verschiedensten Modellen 
berechneten Drficke, die zwischen 0,5 [19] und 44Mbar schwanken. Durch 
Kombination empirischer und theoretischer Befunde gelangt er zu folgender 
grober Absch/itzung: Die chemische Bindung in H2 kollabiert bei 18 Mbar, die 
Elektronenhfille im H-Atom bei 44 Mbar. 

Daneben hat man zu beachten, dab der metallische Zustand bereits v o r  

Erreichen der Druckionisation eintreten wird. Ebenso ben6tigt man hierzu nicht 
die Druckdissoziation der H2-Molekel, sondern nur eine bestimmte Auflockerung 
der Bindung. 

Ein anderer qualitativ richtiger Zug des Modells besteht darin, dab Kom- 
pression die Elektronenzust~inde mit hohem Drehimpuls stabilisiert. Die analoge 
Diskussion des molekularen Modells - die hier keine Rolle gespielt hat - zeigt, 
dab die Druckabh~ingigkeit der Rotations-Schwingungsspektren qualitativ richtig 
beschrieben wird [16]. 

Schliel31ich mug bezfiglich des Vergleichs der numerischen Werte von pn~ 1~ 
und pn K~ daran erinnert werden, dab nut die Elektronenbewegung im ,,richtigen" 
Potential untersucht wurde, w~ihrend die Diskussion der Kernschwingungen mit 
Hilfe des empirischen Kratzerpotentials stattfand; letzteres bot aber wegen der 
Verwandtschaft zum Kepler-Problem eine Reihe anderer Vorteile. 

Alle die hier genannten Argumente sollte man beachten, v~enn man die 
erzielten numerischen Ergebnisse kritisch einsch~itzen will. 

Der interessanteste Aspekt an unserem Modell ist der Umstand, dal3 man die 
beiden bier diskutierten recht unterschiedlichen druckinduzierten Phasen- 
fiberg~inge durch eine Rechnung in einem einheitlichen Modell erfassen kann. 
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